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Β1.

Έστω z x yi,  x,y= + Î¡ , τότε
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Άρα ο Γεωμετρικός τόπος είναι κύκλος με κέντρο ( )K 0,3 και ακτίνα ρ 5=

δηλαδή:
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ΘΕΜΑ Γ

Γ1. Είναι:

( )
x x

x
x x x
1 e 1 e 1h x 1 e 0

e 1 e 1 e 1
+ -¢ = - = = >

+ + +
,  για κάθε xÎ¡

( )
( )

x

x 2x

1 eh x 0,
e 1 e 1

¢æ ö¢¢ = = - <ç ÷+è ø +
 για κάθε xÎ¡

Άρα   η  h  είναι κοίλη στο ¡
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Γ3.  Οριζόντια ασύμπτωτη στο +¥

Είναι:
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Άρα η ευθεία με εξίσωση y 0=  είναι  οριζόντια ασύμπτωτη της fC  στο +¥
Πλάγια ασύμπτωτη στο -¥ . Είναι:
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Άρα η ευθεία με εξίσωση y x=  είναι πλάγια ασύμπτωτη της fC στο -¥

Γ4.  Παρατηρούμε ότι ( )h 0 ln2= - , οπότε ( )φ 0 0=  και η ρίζα αυτή είναι
μοναδική, διότι η ( ) ( )π x h x ln2= +  είναι γνησίως αύξουσα, οπότε:

( ) ( ) ( )x 0 π x π 0 π x 0> Û > Û >

Άρα είναι ( )φ x 0³ για κάθε [ ]x 0,1Î , οπότε:
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ΘΕΜΑ Δ

Δ1. Είναι:
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Άρα η f είναι συνεχής στο 0x 0=
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Έστω η συνάρτηση h με ( ) x xh x xe e 1, x= - + Î¡

Είναι ( ) x x x xh x e xe e xe , x¢ = + - = Î¡

Άρα η h είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα ( ],0-¥ , είναι γνησίως αύξουσα

στο διάστημα [ )0,+¥ και παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο 0x 0= με OEy 0=

Άρα είναι ( )h x 0> για κάθε *xÎ¡ , οπότε είναι ( )f x 0¢ >  για κάθε *xÎ¡ και

επειδή η  f είναι συνεχής στο 0x 0= , η f είναι γνησίως αύξουσα στο ¡

Δ2. α) Για τα x 0¹  είναι:
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Έστω η συνάρτηση F με ( ) ( )
( ) 2f x

 1
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Παρατηρούμε ότι ( )F 0 0= . Επίσης:
x 0 xx 0 e e e 1 0> Û > Û - >
x 0 xx 0 e e e 1 0< Û < Û - <

Άρα είναι ( )f x 0> , για κάθε xÎ¡ , οπότε η μοναδική περίπτωση να είναι

( )F x 0=  είναι:
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 επειδή η f είναι κυρτή η f ¢ είναι γνησίως αύξουσα, άρα η μοναδική ρίζα είναι
x 0=
β) Στο σημείο στο οποίο ο Ρυθμός Μεταβολής της τετμημένης ( )x t  είναι

διπλάσιος από το Ρυθμό Μεταβολής της τεταγμένης ( )y t , ισχύει:
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διότι η f ¢  είναι γνησίως αύξουσα οπότε είναι  και "1-1"
Άρα το ζητούμενο σημείο είναι το ( )M 0,1

Δ3. Είναι:
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( )g x 0 x 1¢ = Û =  ή x 2=  ή x xxe e e 0- - =

Έστω η συνάρτηση Η με ( ) ( )x xH x xe e e, x 0,= - - Î +¥

Σύμφωνα με το Θ. Bolzano στο [ ]1,2  η Η έχει μια τουλάχιστον ρίζα ρ στο

( )1,2 και επειδή ( ) xH x xe 0¢ = >  για κάθε x 0>  η ρίζα ρ είναι μοναδική αφού η
Η είναι γνησίως αύξουσα.
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Από τον παραπάνω πίνακα προκύπτει το ζητούμενο.
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